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Einleitung

Grundproblem: Abkühlungsprozesse

Das Newtonsche Abkühlungsgesetz sagt: „Ein im freien Luftraum aufgestellter Körper, dessen Temperatur T höher ist als die seiner Umgebung TU, wird allmählich kälter, indem er seine Wärme vorwiegend durch Konvektion und durch Strahlung an die Umgebung abgibt. Die Temperaturänderung ist um so größer, je größer die Temperaturdifferenz zwischen Körpertemperatur T(t) und Umgebungstemperatur TU ist.“
. Wenn man zum Beispiel Wasser erhitzt und es eine gewisse Zeit Abkühlen lässt und alle 5 Minuten die aktuelle Temperatur des Wassers notiert und diese Punkte in ein Koordinatensystem und verbindet diese, so hat man eine Kurve, die auf eine Gerade S bzw. eine Asymptote zuläuft, diese aber nicht berührt. 
Dieses Problem kann man anhand von beschränkten Wachstums und Zerfallsfunktionen darstellen und mit Differentialgleichungen Lösen.
Beschränkte Wachstums und Zerfallsfunktionen


Beschränkte Wachstums bzw Zerfallsfunktionen sind „Wachstumsvorgänge, die sich nicht exponentiell entwickeln können, weil dem Anwachsen oder Abnehmen des Bestandes eine natürliche Schranke gesetzt ist.“ 

Beschränkte Wachstumsfunktionen laufen auf eine Grenze S zu berühren diese aber nie

Differentialgleichung

Anhand dem Newtonschen Gesetz und den oben genannten Erkenntnissen kann man folgende Differentialgleichung herleiten:
[image: image2.png]f'(t) =k=(s—f(t)),k > 0 (kist konstant)





,S-f,t.. ist die Differenz zwischen der Sättigungsgrenze S und des Bestandes f,t..
Diese Gleichung kann man anhand des Substitutionsverfahrens Lösen um die Funktion f  zu erhalten. 
,f-'.,t.=k*,S-f,t..
Für das Substitutionsverfahren wird S− f t  durch g(t) ersetzt und man erhält die Gleichung:
[image: image3.png]g(t) =5 —f(t)




Diese Gleichung wird nun abgeleitet: 
[image: image4.png]



Für die Ableitung von g(t) ergibt sich dann: 
[image: image5.png]g'(t) = —k=(5—f(1))




Nun wird [image: image7.png]s—f(®)



 mit [image: image9.png]v(x)



  und [image: image11.png]g'(x)



 mit [image: image13.png]


 gleichgesetzt:
[image: image15.png]v(x) =5 —f(t)



 und [image: image17.png]g'(x)=v'(x)




Durch Einsetzen in die Ableitung [image: image19.png]g'(t)



 ergibt sich folgende Gleichung:
[image: image20.png]v'(x) = —k * v(x)




Diese wird nun nach –k aufgelöst und zurück Substituiert.
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Nun erkennt man, dass der Zähler dieser Gleichung das Gleiche wie [image: image23.png]-f(8)



 ist und wird nun ersetzt:
[image: image24.png]—f@®)
k=570





Mit dieser Gleichung kann man nun durch Integration und Substituieren eine Stammfunktion bilden:
[image: image25.png]—f'@®)
ok





Nun ersetzt man [image: image27.png]s—f(®)



 durch z und [image: image29.png]


 durch dz und bildet die Stammfunktion zu [image: image31.png][~ kdt



 und erhält folgende Gleichung:
[image: image32.png](k] = [ 2z




Die Stammfunktion zu dem Rechten Teil der Gleichung kann man durch Anwenden des Logarithmus berechnen:
[image: image33.png][—kt] = [In(2)]




Nun kann man z wieder zurück substituieren:
[image: image34.png]—kt + ¢, = In(Is — f(B)])




Und durch auflösen des Logarithmus erhält man:
[image: image35.png]keres = |5 — f(o)





Das Potenzgesetz besagt wenn man zwei Potenzen miteinander multipliziert, dass die beiden Exponenten addiert werden.
[image: image36.png]a”**

*a’




Nun wenden wir dies an und erhalten:
[image: image38.png]Keeti= |5— f(1)l




 
Jetzt ersetzen wir [image: image40.png]e mit ¢,



:
[image: image41.png]c*e - f(®l




Nun lösen wir den Betrag auf und Bestimmen durch Fallunterscheidung [image: image43.png]


:
Der erste Fall tritt auf wenn [image: image45.png]


 gilt:
[image: image46.png]S—f(t) =cxe™™




Demnach lösen wir die Gleichung nach [image: image48.png]f(t)



 auf und erhalten die Differentialgleichung für das beschränkte Wachstum:
[image: image49.png]f(t)=S—cxe ™




Der zweie Fall tritt auf wenn [image: image51.png]c; <0



 gilt:
[image: image52.png]



Dies wird wieder nach [image: image54.png]f(t)



 aufgelöst und wir erhalten die Differentialgleichung für den beschränkten Zerfall:
[image: image55.png]f(t)=S+cxe™™




Dies sind folglich die Lösungen der Differenzialgleichung des beschränkten Wachstums und Zerfalls. „Dabei wird durch c > 0  ein beschränktes Wachstum und durch c < 0 ein beschränkter Zerfall beschrieben.“
 Das heißt wir haben jetzt 2 Gleichungen:
Eine für das beschränkte Wachstum: [image: image57.png]



Sowie eine die den beschränkten Zerfall beschreibt:  [image: image59.png]



Wie sehen beschränkte Wachstums- und Zerfallsfunktionen aus?
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Dies ist ein Beispiel einer Beschränkten Zerfallsfunktion mit der Gleichung:  
[image: image61.png]g(x)=5+e™




Die rote Gerade ist die Sättigungsgrenze der Funktion gegen die die Funktion läuft.
Experiment: Abkühlung von Erwärmten Flüssigkeiten

Versuchsbeschreibung

In dem Folgenden Experiment werde ich Wasser erwärmen und jeweils in einen Plastikbecher, ein Glas und in eine Tasse abfüllen und die abkühlen lassen.
Währenddessen Messe ich alle 5 Minuten die Temperatur und notiere jeweils die Messergebnisse. Mit diesen Messergebnissen werde ich mit Geogebra eine Ausgleichskurve zeichnen und eine Gleichung für die Jeweiligen Flüssigkeiten in den jeweiligen Behältern berechnen. 

Versuchsdurchführung und Messergebnisse


Versuch 1: Wasser in einer Tasse abkühlen lassen.
Umgebungstemperatur: 23,5 C°
	Min
	0
	5
	10
	15
	20
	25
	30
	35
	40
	45
	50
	55
	60

	C°
	85
	76
	67
	62
	57
	53
	49
	45
	43
	41
	39
	37
	36


Versuch 2: Wasser in einem Becher abkühlen lassen.
Umgebungstemperatur :23,5C°
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